Fonctions généralisées sphériques induites sur GC/GR et applications  by Harinck, P.
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 103, 104-127 (1992) 
Fonctions gbn6ralis6es sphbriques induites 
sur G,/G, et applications 
P. HARINCK 
Universite Paris 7, UFR de Mathkmatiques, 
Tour 45-55, 5 Ptoge, 2 Place Jussieu, 75251 Paris Ckiex OS, France 
Communicared by M. Vergne 
Received December 1, 1989; revised November 1990 
Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe d’algebre de Lie g. Soit h une 
forme rtelle de g et soit H le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie h. Par 
un procede d’induction, on construit une fonction gentralisee sphtrique p - ind;O 
a partir d’une fonction gtneralisee sphtrique 0 detinie sur un espace symetrique plus 
petit L/L n H. Lorsque 0 est le coellicient dune representation, on montre que 
p - indye est un coeffkient de representation paraboliquement induite. En apph- 
quant ceci a I’espace GL(n, C)/GL(n, A), on obtient la formule de Plancherel sur cet 
espace a partir de la formule d’inversion demontree par S. Sano. 
Let G be a complex semisimple Lie group with Lie algebra g. Let h be a real form 
of g and let H be the analytic subgroup of G with Lie algebra h. By induction, we 
construct a spherical generalized function p - indf0 from a spherical generalized 
function 0 defined on a smaller symmetric space L/L n H. When 0 is the coeflicient 
of a representation, we prove that p - indzt? is a coefhcient of a representation 
induced from a parabolic subgroup. Applying these results to the space 
GL(n, @)/GL(n, R) we obtain the Plancherel formula for this space from the 
inversion formula proved by S. Sano. 0 1992 Academic Press, Inc. 
Soit G un groupe de Lie rtductif complexe, connexe d’algtbre de Lie g. 
Soit b une forme reelle de g et soit H le sous-groupe analytique de G 
d’algebre de Lie b. 
L’espace G/H prtsente une analogie avec le groupe reel H puisque, d’une 
part, l’espace tangent en H a G/H s’identihe naturellement a il), d’autre 
part, l’algebre des optrateurs differentiels G-invariants sur G/H est 
isomorphe a I’algebre S((h),)” des operateurs differentiels H-invariants a 
coeficients constants sur b. 
Dans le cas du groupe reel H, on obtient les distributions propres 
invariantes intervenant dans la formule de Plancherel A partir des series 
disc&es de groupes reductifs “plus petits”, ceci par un procede d’induction. 
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Dans cet article, nous construisons d’une maniere analogue une fonction 
geniralisee sphtrique p - ind: 8 sur G/H a partir dune fonction generalisee 
spherique 8 definie sur un espace symetrique “plus petit” L/L n H. 
On tixe une sous-algebre de Cartan a de h et on note L le centralisateur 
de la partie dtployte de a. Soit I l’algebre de Lie de L. L’algebre I est 
reductive complexe de m&me rang que g et 1 n h est une forme rtelle de 1. 
On note Q la conjugaison de g relativement a h, p la projection 
canonique de G sur G/H et cp l’application de GjH dans G qui a p(g) 
associe ga( g) - ‘. 
Soit DGIH la fonction analytique sur G/H delinie par: si x E G/H alors 
det(1 + t - Ad p(x)) = t2”D,,,,(x) modulo t*“+ ‘oh n = rang(h). 
On a le resultat suivant: 
THBOR~ME 2.1. Soit 6 une fonction g&&alis4e spherique sur L/L n H. 
On peut defnir la fonction gt!nCralisCe p - ind:tI sur G/H par 
i (p - indZWg)Mg) 4 G,H 
Il/(hl)@l) ID,,,(l)J’:4 IDLILnH(l)J -1’4 di 
i 
dh. 
Alors p - indz% est une fonction gdnkralise’e sphdrique sur GfH. 
La fonction p - indT8 etant spherique, elle est analytique sur l’ensemble 
des elements reguliers de G/H. En utilisant la formule d’inttgration de Weyl 
pour l’espace symetrique G/H [S2, Cor. 2.21, on donne l’expression de 
p - ind: 8 sur l’ensemble des elements rtguliers de G/H (Cor. 2.4). 
Lorsque 0 est le coefficient d’une representation de L, on montre que 
p - indz 8 est un coefficient dune representation paraboliquement induite 
(Cor. 2.6). 
Soit I, = [I, I]. Soit L, le groupe derive de L et soit Z le centre de L. 
L’algebre a n 1, est une sous-algebre de Cartan compacte de I0 n 5. Si Lo est 
simplement connexe, on sait construire une serie continue de fonctions 
generalisees pheriques ( T,) sur L,/L, n H [Hl, Thm. 7.11. Nous expli- 
quons comment on peut prolonger les fonctions i=* a l’aide d’un caractere 
x de Z trivial sur Z n H en une fonction gtneralide spherique pr( TA,, x) de 
L/L n H (paragraphe 3, Application 2). Le theoreme 2.1 permet d’associer 
a chaque classe [a] de H-conjugaison de sous-algebres de Cartan de h, une 
serie de fonctions gentralistes spheriques p - ind&r( TI, x)) sur G/H. On 
espere que ces series sufftsent a decrire une formule d’inversion pour G/H. 
C’est le cas sur tous les exemples oh l’on connait une formule &inversion 
[B, S2, S3, S4]. 
Lorsque G = S/(2, C) et H= S/(2, R), on sait exprimer les fonctions Tj, 
en fonction de coefficients de representations de S/(2, C). 
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En appliquant les rksultats prtckdants A l’espace symktrique Gl(n, C)/ 
Gl(n, R), on obtient la formule de Plancherel g partir de la formule 
d’inversion dtmontrte par S. Sano [S2, Thm. 8.73 (paragraphe 4). 
Ce travail a Ctt annonct et partiellement dtmontrk dans [H2]. 
1. NOTATIONS ET PRbLIMINAIRES 
Si M est une variktt diffkrentiable, on note Cm(M) l’espace des fonctions 
de classe C” sur M, C:(M) le sous-espace de C”(M) des fonctions i 
support compact, M,“(M) l’espace des densitb de classe C” i support 
compact sur M et F(M) l’espace des fonctions gknkralides sur M, c’est-A- 
dire le dual de M,“(M). 
Soit G un groupe agissant sur M. Si N est une partie de M, on note 
N,(N) le normalisateur de N dans G, c’est-&dire I’ensemble des g E G tels 
que g . N = N et Z,(N) le centralisateur de N dans G, c’est-A-dire I’ensemble 
des ge G tels que, pour tout n E N, l’on ait g .n = n. 
Si X est un ensemble fini, on note (XJ son cardinal. 
Soit G un groupe de Lie rkductif complexe connexe d’algkbre de Lie g. 
Soit b une forme rttelle de g et soit H le sous-groupe analytique de G 
d’algkbre de Lie 5. On note u la conjugaison de g relativement d 4 et on 
pose q = {Xe g; a(X) = -X} de telle sorte que I’on ait g = Ij + q. Soit 0 une 
involution de Cartan de g commutant k 0. Soit g = t + p la dkcomposition 
de Cartan correspondante. On note par K le sous-groupe compact maximal 
de G d’algkbre de Lie f. 
Soit p la projection canonique de G sur G/H et soit cp l’application 
de G/H dans G qui $ p(g) associe gc( g) - ‘. L’application cp est un 
isomorphisme sur son image. 
On note exp I’application exponentielle de g dans G et soit Exp l’applica- 
tion de lj dans G/H qui $ X associe p(exp ix). Soit J le jacobien de 
l’application Exp. 
Si M est un sous-groupe de G, on note S, la fonction modulaire de M. 
Soit D,,, la fonction analytique sur G/H difinie par: si x E G/H alors 
det( 1 + t - Ad q(x)) = t2”D,&x) modulo z2n+ I 
oli n = rang(l)). 
DEFINITION 1.1. Un Cltment x de G/H est dit rkgulier si I’on a 
D,,,(x) # 0. Si X est une partie de G/H, on note x’ l’ensemble des Cltments 
rkguliers de X. 
Soit U(g)= U(&.) l’algkbre enveloppante de g et soit Z(g) le centre de 
U(g). L’alg&bre des opkrateurs G-invariants sur G/H est isomorphe $ Z(g). 
Dans tout cet article, nous identitierons ces deux alg&bres. 
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DEFINITION 1.2. Une fonction generalisee 8 sur G/H est dite sphtrique 
si elle est H-invariante et s’il existe un caractbre x de Z(g) tel que, pour 
tout zEZ(g), I’on ait z.f!?=x(z)@. 
THI~OR~ME 1.3 [Sl, Thm. 4.31. Si 0 est une fonction gPnPralisPe sphkrique 
sur G/H alors 0 est une fonction localement intkgrable sur G/H et analytique 
sur (G/H)‘. 
Soit Car(h) l’ensemble des sous-algebres de Cartan de h. Pour a E Car(h), 
on notera A@, a) le systeme de racines de la paire (g, a + ia). Pour 
r E d(h, a), on note H, la coracine de LX et gg I’espace radiciel de g relatif 
i c1. 
On pose aI= (CorEd(h,aj RiH,) n a et aR = (Caad(h,a, RH,) n a de telle 
sorte que I’on ait a = a,+ aR. 
Soit respectivement d ,(h, a), d ,J h, a) et d ,J h, a) l’ensemble des racines 
imaginaires, reelles et complexes de d(t), a). On choisit un systeme positif 
A+(t), a) de telle sorte que A&($, a) =A&), a) n A+($, a) soit a-stable et 
on pose A,+(t), a)=A.(h a)nA+(b, a) et A:&, a)=A,(b, a)nA+(b, a). 
On note A l’ensemble des x E G/H tels que p(x) centralise ia et on dit 
que A est le sous-ensemble de Cartan de G/H associe a a. On note 
IV,(a) = N,(a)/Z,(a) le groupe de Weyl de a dans H. 
Soit (rc, XX) une representation unitaire, admissible avec caractere 
infinitesimal de G. On note respectivement X”,” et X;OC l’espace de 
Frechet des vecteurs de classe C” de XX et l’espace des formes antilineaires 
continues sur X”,” . 
Soit 2; a,H l’ensemble des elements H-invariants de 2; =. 
PROPOSITION 1.4 [PO]. Si VEX”, m,H et si $(g) dgEMP(G/H) alors 
4+(g) &b = So,,, 4g)Wg) 4 E 2:. 
DEFINITION 1.5. Soit u et w deux elements de A?“, o”,H. On appelle 
coefficient de YI relativement a (u, w), la fonction gentraliste qui a 
p E M,?(G/H) associe (rc(p)u, w). 
PROPOSITION 1.6. Soit v et w duns 2; cc,H. Le coefficient de II relative- 
ment d (0, w) est une fonction gt%u+alis~e sphkrique. On la note (x( g)u, w ). 
2. INDUCTION DE FoNCTIONS &N~~RALIS~ES S~H~RIQUES 
Dans ce paragraphe, on fixe a, E Car(h). On Ccrit a, = a,, + aO,R et on 
note I le centralisateur de aO,R dans g. L’algebre 1 est reductive complexe de 
m&me rang que g et In h est forme reelle de I. Soit L Ie centralisateur de 
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CI,,~ dans G. Soit ,u~,, I’injection canonique de Z(g) dans Z(1) [V, Partie II, 
p. 521. 
Soit & une mesure G-invariante sur G/H. Comme l’espace tangent en H 
a G/H est isomorphe A z>, on en deduit une mesure de Lebesgue dX sur h. 
Si w est un ouvert de h tel que l’application Exp soit un diffeomorphisme 
de o sur son image 52 = Exp w alors, pour tout t+Q E C<Z?(G/H) de support 
contenu dans a, on a 
jG,H $k) 4 = jb $(ExP X)&Q dx 
D’autre part, on peut Ccrire Ij = In $0 h/l n b. Soient dX, et dX, des 
mesures de Lebesgue respectivement sur I ,T h et h/In h telles que 
dX= dX, A dX,. Ces mesures defmissent des mesures invariantes di et dh 
respectivement sur L/L n H et H/H n L. 
TH~OR~ME 2.1. Soit 8 une fonction gt!nkraliste sphkrique sur L/L n H, 
solution propre de Z(1) pour un caractPre x. 
Alors, pour tout I+!J E CF (G/H), I’intkgrale 
thhW(1) lDG,d)ll’* IDWLnH(I)I -‘I4 di 
H/HnL LILnH > 
diz 
est convergente. 
On dbfinit la fonction gknbraliske p - indz0 sur G/H par 
s (P - indz@(g)llr(g) dg G/H 
Alors p - indF@ est une fonction gtMrali&e sphkrique sur GJH, solution 
propre de Z(g) pour le caracttre x 0 pL9,,. 
Dkmonstration. Prouvons tout d’abord la convergence de 
‘(‘)=JH,HnL (IL,LnH 
$(hl)&O lDG,H(l)11’4 lDL/LnH(~)I-“4 di 
> 
dh 
Soit n = C cled;pp($,a)vd~(h,O) ga et soit N le sous-groupe analytique de G 
d’algebre de Lie n. On note r = dim, n. Soit P = LN. 
Cornme h/l n h = h/p n h @ n n h, on dtduit de la mesure dh une mesure 
invariante dn sur N n H et une mesure quasi-invariante dpH,Hn p sur 
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i’espace des fonctions f sur H/H n P telles que, pour tout (h, p) E H x 
Hn P, l’on aitf(hp)=6,,. ( )f(h) [B, p. 201. Si $E C(?(H/HnL), on a p 
On a done: 
v(+)l f jH,,,, jN,,jL,,n, Iw4 lQ(4l l&wu)l'~4 
x PL,LndU -1’4 didn dpm,nAh). 
Pour 1 EL, on definit l’application f, de N n H dans N/N n H qui a n 
associe I- ‘nl modulo N n H. La differentielle dfi en l’element neutre de 
N n H de f, est l’application de n n h dans n n q qui a X associe Ad I ~~ ’ (X) 
modulo n n b. 
Si X 6 n n h, on tcrit Ad 1-‘X = 1/2[Ad I-’ - Ad a(l-‘)1X+ 
1/2[Ad1-‘+Ada(l-‘)1X. Les elements [AdZI-‘-Ada(l-‘)]X et 
[Ad 1-l + Ad o(l- ‘)] X sont respectivement dans n n q et n n h. Par suite, 
on a df,(X) = 1/2[Ad I-’ -Ad a(f-l)](X). 
Comme n n q = i(n n h), on en dtduit que l’on a 
ldet df,\ = 22’ (det(Ad I-’ -Ad a(/-‘)),,I”* 
=2p’6,(1)112 Idet(l -Ad cp(l)),,l”*. 
D’autre part, pour 1~ L/L n H, on a DGIH(l) = D,,, H(1) det(Ad cp(l),;‘) 
(det(1 -Ad v(Z)),,)~. Or, on a q(l)-’ =oocp(l) et done Ad cp(l),;’ = 
oo Ad cp(l)ocr,,. On en diduit done Idet(Ad cp(l);‘)J = 1. 
En effectuant le changement de variables dtfini par f,, on obtient alors: 
Comme II/ E CF(G/H) et que l’application de L x N dans P qui a (I, n) 
associe in est un diffeomorphisme, la fonction qui a 1 EL associe 
6.(f)-1’2 jN,NnH IJl(hkz)l dti est continue a support compact dans L/L n H. 
Comme la fonction 8 est une fonction localement integrable sur L/L n H 
(Thm. 1.1) et comme H/H n P est compact, on obtient la convergence de 
I($). 
Montrons maintenant que l’application t+Q donne I($) est continue. 
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Si f est une fonction sur H/H n P telle que pour tout (h, p) E H x H n P, 
I’on ait f(hp) = s,,.(p)f(h), alors comme H/Hn P est isomorphe a 
KnHIKnHnPon a 
s f(h) &H,HnP (h)= j f(k)dk HIHnP KnH 
oti dk est une mesure de Haar sur Kn H correctement normalisee. 
On obtient done 
j $(kln) dti di dk. 
N/NnH KnH 
POUrfE C,“(G/H), on posef(x) =JKnHf(kx) dk. 
L’application qui a f associe f est une application continue de CT(G/H) 
dans lui-mCme. 
Pour f~ C,?(G/H), on note fp l’application sur L/L n H detinie par 
On a vu precedemment que f p E C,“(L/L n H) et l’application qui a f 
associe j”’ est une application continue de CF(G/H) dans C,“(L/H n L). 
Or, on a 
On en deduit done que I est une application continue. 
L’apphcation p - ind,GB definit done bien une fonction generalisee sur 
G/H et on a 
s (p - i@WdvQ(d k? G,H 
=2’S j 
H/HnP L/LnH 
wsPw”” jN,N,H rC/(hw d2 didkHnPw 
(2.2 1 
Prouvons la deuxieme partie du theoreme. La H-invariance de p - indz 8 
est Claire. Soit x --t ‘x I’antiautomorphisme principal de U(g). 
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Soit zEZ(g). On ecrit z=z,+u avec z,EZ(l) et uEU(g)n. Si 
FECF(L), on a z,-H=(6~ 0 am,, 0 S;“‘). F. D’autre part, on a 
‘am,, = am,, [IV, Partie II, Prop. 29, p. 1203. 
On definit pour h E H Exe, la fonction g, sur L par 
g$,(u = ~Pw”* j Il/(hln) dk 
N/Nr\H 
Pour g E G et it E N/N n H, on pose $,(g) = +( gn). 
L’tltment z Ctant central dans U(g), on a 
‘z i,G,(hf) dk 
NINnH 
La mesure dfi est N-invariante, on a done, pour tout X E n, 
d 
z s 
y!t(hl exp tXn) dti = 0 
N/NnH 
et par suite S N/N,., H(‘u . $,)(hl) dti = 0. On en dtduit que l’on a: 
Icl(hln) dti = PJ’z) g,(l). 
On obtient ainsi: 
I G,H z. (P - indZWg)+(g) 4
= s (P - indfWg)(‘z. $k) &GIH 




(P,,,(Z) . WWP(U -“2 
X 
I 
vWn) dfi db,,,n.(h). 
N/NnH 
Comme l’operateur am,, agit par le scalaire x(pJz)) sur 8, on obtient 
le resultat voulu. 1 
Soit 8 une fonction generalisee spherique sur L/L n H. Nous allons 
determiner la fonction p - indye sur (G/H)‘. 
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LEMME 2.3. Soit a E Car(1 n b) et soit A le sow-ensemble de Cartan de 
G/H assock! Li a. Alors, [‘ensemble A est form6 des x E L/L n H tels que 
dx) E Z,(ia). 
Dkmonstration. Soit x=p(g)~A. Si XE~, alors on a Ad cp(x).X=Xet 
done Ad g-’ .X=a(Ad g-’ .X). Les algebres a et Ad g-‘a sont deux 
sous-algebres de Cartan de h qui sont G-conjuguees. Elles sont done 
H-conjuguees [R, Corollaire 2.41. 
Par suite, il existe h E H tel que g/r E N,(a). On en deduit que 
Si gE N,(a) alors il en est de m&me de g-‘. Soit XE a. On a ad g-‘(X) E a 
et done Ad(g-‘)X= a(Ad(g-‘)X). P ar suite, on obtient Ad(go(g-‘))X 
= X. On en deduit que p(g) E A et done 
A = WaY~HW. 
Le thtoreme 2.1 de [Sh] permet de conclure que I’on a A = 
NLWNL,HW 1 
Pour A un sous-ensemble de Cartan de G/H, on note M;(A) l’ensemble 
des h E H tels que hA c L/L n H. L’espace quotient L n H\Jlri(A) est fini 
[Bou, 7.2.31. 
COROLLAIRE 2.4. La fonction gPnPraliske p - indze est dkterminte sur 
(G/H)’ de la man&e suivante: Soit A un sow-ensemble de Cartan de G/H. 
Si N;(A) = 0 alors, pour tout a E A’, on a (p - indzt?)(a) = 0. 
Si M;(A) # 0 alors, pour tout a E A’, on a 
(p - indze)(a) = (D,,,(a)1 -‘I4 &ha) ID LILnH(ha)l”4. 
heLnH\&(A) 
Dkmonstration. Le corollaire 2.4 se demontre comme le lemme 7.1.3 de 
[Bou]. Soit a E Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan de G/H associe 
A a. 
Prouvons tout d’abord l’assertion suivante: 
(H.A’)n(L/LnH)= U (L n H)xA’. (*) 
XE Ln H\N;(A)/N/,(A) 
11 est clair que le second ensemble st contenu dans le premier. 
Soit h E H et a E A’ tel que ha E L/L n H. I1 existe done I E L/L n H tel 
que hq$a)h-‘= p(l). L’element cp(a) &ant regulier, I’ClCment rp(l) est 
regulier dans G et done dans L. Pour une raison de dimension, on a done 
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Par suite, on a Z,(cp(l))=Ad(h)(a+ia)cl et done Ad(h)(a)cInh. 
L’assertion (*) est alors Claire. 
Pour determiner l’expression de p - indz8 sur A’, on Exe 1+5 E C,?(G/H) 
de support contenu dans H. A’. On a: 
(P- inm b+(g) &> 
t,G(hZ)t?(l) JD,,H(f)l”4 IDLILn,,(l)l -‘I4 di dh. 
LILnH > 
D’apr&s (* ), si M;(A) = 0 alors pour tout II/ comme ci-dessus, on a 
(p-ind:f?,$(g)dg)=O. 
On en deduit que dans ce cas, pour tout a E A’, on a p - indF&a) = 0. 
Supposons maintenant que I’on ait NL,(A) # (21. Soit X= Ln 
H\N$(A)/N,(A). On choisit {.xj} jcJ une famille de representants de X. 
Pour j E J, on pose A, = xj. A et soit aj la sous-algebre de Cartan de 1 n lj 
associe a Aj. Les ensembles A, sont des sous-ensembles de Cartan de 
L/L n H deux a deux non L r~ H-conjugues. 
PourjEJ, on pose rj= l//W,(a,)l et rJ= l//W,,,(aj)(. 
Par la formule d’integration de Weyl sur G/H [S2, Corollaire 2.21, on 
peut choisir des mesures invariantes dja, djh et djl respectivement sur A,, 
H/ZH(aj) et L n H/Z, n H(aj) normalisees de telle sorte que, pour tout 
,f~ CF(G/H), l’on ait 
et 
i LnH-A I 
f(la) IDLILn H(a)l “2 d’a d’f. 
Par suite, on obtient 
(p-in&?, Icl(sVi) 
= c v; j 
jEJ 
j j 4wa)&a) I~Ludf(41”4 
HIHnL LnHl.Gn~(o,) A, 
x P,,,(a)l 114 dja djl d,$ 
= ’ ‘,’ ‘H,Z&) 5,, 
$(ha)e(a) IDL,,,H(a)l”4 
jtJ 
x ID,,,(a)l 1’4 d’a d’h 
= 1 y;yj s,,,,,.,) 5,, wIU) 1 e(WU) ~LIL~ H(wa)i”4 
jc3 WE WA”,) 
x ID,,,(u)I”~ dja djh. 
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On tcrit Aj= xj .A. On choisit des mesures invariantes &,a et d,h 
respectivement sur A et H/Z,(a) de telle sorte que l’on ait: 
On obtient done: 
(p - indz& $k) 4?) 
On en dtduit alors que, pour tout UE A’, on a 
p- indFO(a) = ID,,(a)[ p1’4 1 y; 1 B(WXj a) (D,,,,,(WXjU)l”? 
jEJ WE wH(a,) 
Par definition de X, on a 
M;(A) = u L n HxjNH(A) 
jcJ 
= u L n HNH(A,)xj. 
jeJ 
On obtient facilement le rbultat voulu. [ 
Nous allons maintenant considtrer le cas ou la fonction gtneralisee 0 est 
le coefficient d’une representation de L. Dans ce cas, la fonction p - ind:O 
est egalement le coefficient d’une representation de G relatif a un vecteur 
generalise H-invariant. 
Soit (T, zT) une representation unitaire admissible avec caractere 
infinitesimal de L. Soit rc = indz(, 0 Id,). L’espace 2% de 71 est formt des 
classes de fonctions mesurables f de G dans #r telles que 
(i) pour tout g E G, pour tout IE L et tout n E IV, l’on ait f(gh) = 
w)1’2wr1f(g) 
(ii) JGlp If(g 4+,Ad( co ou pc,p est une mesure quasi-invariante 
sur G/P [B]. 
La representation K agit par la representation regulitre gauche dans Xz. 
Comme G/P est compact, d’apres [PO, Thm. 5.11, l’espace %‘,” est forme 
des fonctions de classe C” de G dans & qui verifient (i). 
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Par suite, si fE 2,“) pour tout g E G, on a f(g) E X”,“. D’autre part, 
d’apres [PO, corollaire 5.11, pour g fixt dans G, l’application qui a f associe 
f(g) est lineaire et continue de I?,” dans 2,“. 
Soit v,EY?;~,~~~. Comme u, est H n L-invariant et P est a-stable, 
pour tout f~&?,” et pour tout (h, P)E Hx Pn H, on a (v,,f(hp)) = 
sHn.(p)(“,~f(h)). 
Comme H/H n P est compact, on peut dtfmir le vecteur u, de 2;” par 
‘Z(f)= jH,, p (“,?f(h)) &HI,,nP(h) 
n 
(la mesure dpHIHn p ttant dtfinie dans la demonstration du theorbme 2.1). 
On a 
La mesure dpHIH n p definit une mesure de Lebesgue sur h/h n p et done 
une mesure de Lebesgue sur g/p =hfh n p + ib/bn p. On en deduit done 
une mesure dpG,p quasi-invariante sur G/P. Grace a une propritte de trans- 
itivite [B, p. 211, on obtient une mesure quasi-invariante dpG,,, p sur 
G/H n P, puis une mesure quasi-invariante dpPIHn p sur P/H n P. Si 
$ E C(T(G/H n P), on a 
LEMME 2.5. Soit t,b(g) dgEM,“(G/H). Alors, pour tout XE G, on a 
(4$(g) &b,)(x) = !,,,,, ~(XP)~(P)U,~,(P)-“‘~~,H,.(P). 
Ce lemme se demontre de la meme facon que le lemme 3.2.1 de [Be]. 
COROLLAIRE 2.6. On a p- indz(t(l)u,, u,) = 2’(n(g)u,, v,). 
Le corollaire 2.6 s’obtient en utilisant l’expression (2.2) de p - 
indF(e(l)u,, u,) et le lemme 2.5. 
3. APPLICATIONS 
Application 1. Supposons que l’algebre b soit deployee. Ceci est la 
condition necessaire et suftisante pour que l’espace symetrique G/H 
admette une serie discrete [OM]. 
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On suppose que a, est une sous-algebre de Cartan dtployee de In h. 
Dans ce cas, on a I = a, + ia, et L/L n Z-Z= Exp a,. Le parabolique P = LN 
est un sous-groupe de Bore1 u-stable de G. 
Les coefficients de representations unitaires irreductibles de L sont 
determines par un caractbre unitaire de L trivial sur L n H. Lorsque G est 
simplement connexe un tel caractbre est determine de la fac;on suivante: 
Soit (a,, . . . . a,) la base de d(t), a,) dtlinie par le choix de d(h, aO)+. Soit 
(6 I, ‘*a, &,,) les poids fondamentaux relatifs a cette base, c’est-a-dire la base 
duale de (H,,, . . . . H,“). 
Pour fe CT= I 2EGj, on delinit le caractbre Q de L par: si X, Y sont dans 
a, alors xf(exp(X+ iY)) = eicL ‘). 
D’apres ce qui precede, la fonction gentraliste spherique p - indz(~) est 
un coefficient pour la representation  = ind~(@ Id,). Lorsque le carac- 
tere Q est regulier, cette representation est irreducible et done, la fonction 
generalisee p - ind&) est sphirique, de type positif et extremale. Le 
corollaire 2.4 permet d’obtenir l’expression suivante de p - indz(x,) sur 
(G/H)‘: 
COROLLAIRE 3.1. Soit aECar(h) et soit A le sow-ensemble de Cartan 
associk d a. 
Si a n’est pas H-conjuguke ci a,, alors, pour tout a6 A’, on a 
(p - ind,GX,-)(a) = 0. Si XE ah, alors 




aed(h.ao)+ 2 Isin aW)I WE WH(ao) ’ 
L’expression de p - indzXr coincide avec les formules annonctes par 
S. Sano pour la serie discrete de G/H [Sl, Thm. 7.11. 
Application 2. Soit I, = [I, I]. Soit L, le groupe derive de L et soit Z le 
centre de L. On suppose que Zn Lo est lini et que Lo est simplement 
connexe. 
L’algbbre a, n I, est une sous-alglbre de Cartan compacte de I,n h. 
Comme Lo est simplement connexe, on sait construire une serie continue 
de fonctions gentralistes spheriques (T,) sur Lo/L0 n H [Hl, Thm. 7.11. 
Nous expliquons maintenant comment prolonger les fonctions TA a l’aide 
dun caractere x de 2 trivial sur Zn H en des fonctions gentralisees 
spheriques sur L/L n H. 
On note par la m&me lettre p les projections canoniques de L sur 
L/L n H et Lo sur L,/L, n H. 
Soit p0 l’application de (L,/L, n H) x Z dans L/L n H qui a (p(l), z) 
associe p( lz). 
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LEMME 3.2. Soit 9 l’ensemble des x E L, JL, n H tels qu’il existe z E Z 
vtrifiant x = p(z). 
(i) 9 est un ensemble fini. On pose 2 = {x0, . . . . x,). Pour 
jE (0, . . . . p}, on fixe 1, E L, et z, E Z tels que l’on ait x, = p(l,) =p(z,). On 
supposera que 1, est l’&ment neutre deL,. 
(ii) Si x=p(l)~ L,/L,n H alors, pour tout jE (0, . . . . p}, l’&ment 
~(11,) ne dPpend que de x et de xj. On le notera x ‘xi. 
(iii) Si (x, z) et (y, z’) sont deux Pigments de (L,/L, n H)’ x Z tels que 
pO(x, 2) = pO(y, z’) alors il existe j E (0, . . . . p} tel que l’on ait: x = y .x, et 
z = z’z 1 I modulo HA Z. 
DPmonstration. Soit 1 E Lo tel que p(1) E 9. Dans ce cas, on a 
la(l) ~ ’ E L, n Z qui est lini par hypothese. Done l’ensemble 9 est fini. 
Soit x =p(l) E Lo/L, n H et soit j E (0, . . . . p}. Pour h E L n H, on a 
p( lhl,) = p( lhz;) = p( lz,) = p( 11,). 
Done, l’element ~(11,) ne depend que de x et de x,. 
Soit x=p(l) et y =p(l’) dans (L,/L,n H)' et soit z et z’ dans Z. Si 
pO(x, z) =p,,( y, z’) alors il existe h E L n H tel que l’on ait lz = l’z’h. Par 
suite, on a 1 ‘-‘I = z’z- ‘h et done ~(1’ -‘l) E 9. I1 existe done j E (0, . . . . p} 
et he Z n H tels que l’on ait x=4’ .x, et z =z’z,:‘h. On obtient done le 
lemme. 1 
L’application p0 est done un revetement a fibres finies de L/L n H. De 
plus, elle commute a l’action de l’algebre Z(I) des operateurs differentiels 
L-invariants sur LJL n H. 
Done, si 8 est une fonction generalisee sphtrique sur Lo/L, n H et si x 
est un caractere de 2 trivial sur Z n H alors la fonction pr(8, x) dtfinie sur 
(L/LnH)' par 
pr(R X)(Y) = 
definit une fonction genlralisee sphtrique sur L/L n H. 
Par le theoreme 2.1 et ce qui precede, on peut associer a chaque classe 
[a01 de H-conjugaison de Car(h), une serie de fonctions generalides 
spheriques p -.indz(pr( T,, x)) sur G/H. On espkre qu’elles suffkent a 
dtcrire une formule d’inversion pour G/H. 
Precisons pr(0, x) lorsque 0 est le coefficient d’une representation de L,. 
Remarquons tout d’abord que, si y 7 pO(x, z) E (L/L n H)', alors on a 
pr(R X)(Y)= i e(x’xj)X(zy’)X(z). 
j=O 
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Soit (71, zz) une representation unitaire et irreductible de L, et soit x un 
caractbre unitaire de Z trivial sur Zn H. Soit u0 E #;myLonH. Pour 
jE (0, . ..) p}, on pose vi= n(G)v,,. Si heLo n H, alors on a Mja(lj)-‘h-’ = 
ljc(l,.)-’ puisque fjo(li))’ E Zn L, et done, on a p(hl,) =p(l,). Par suite, le 
vecteur vi est L, n H-invariant. 
COROLLAIRE 3.3. Soit V=~J”=~X(Z,:~)U~. Alors, on a 
,go pr( (40 u/c, u/c>, X)((PoMU), z)) = (44 K Vx(z). 
Le corollaire s’obtient par simple calcul. 
EXEMPLE. On consider-e G= GL(2, C) et H= GL(2, R). On a done 
Go = SL(2, C) et HO = SL(2, R). On note go = [g, g] et ho = [h, h]. 
Soit t = {X, = ( 2, A); t E Ii8 > et soit a = { Y, = (,” _“,); 8 E R}. Les algbbres 
t et a sont deux sous-algebres de Cartan de ho non H,-conjuguees et la 
famille (t, a) est maximale pour cette propritth 
Soit T et A les sous-ensembles de Cartan de GO/HO associts respective- 
ment a t et a. On note g, = (s h) et Id= (A y) et on obtient 
et 
A={Exp Y,;fk[-z/2,7r/2]}. 
Soit A = A(&,, t). Soit A+ = (a} oti ol(X,) = -2it. 
Soit b = t + it + go,tl et soit B le sous-groupe de Bore1 de Go d’algebre de 
Lie 6. On a B=Mexp itN oli M=exp t et N=exp go,a. 




CAWw ix, gl 1) = 0 
si Y, E a’ avec 0 E ] - 7r/2,7c/2 [ alors 
C,@P Y,)= 
e2~(181-n/2)+,-21(1el-n/2) 
41 sinh(lrl) sin 28 
signe( 0). 
La fonction CA detinit une fonction generalisee sphtrique sur Go/Ho [Hl, 
Thm. 7.11. 
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TH~OR~ME 3.4. Soit IE R*. Soit x le caracthe de B ddfini par 
x(m exp iX,n) = e*“’ et soit x = ind?X. A lors, il existe v E 2; ixi. “O tel 
que l’on ait C,(p(g))= (n(g)v,v). De plus, on a C~,(p(g))= 
(n(g)n(g,)v, n(gl)v). Les fonctions g&PralisPes C, et C-, sont done de 
type positif et extr&males. 
DPmonstration. Nous allons prouver le theoreme en utilisant les 
resultats de J. Faraut [Fl, Prop. 5.4; F2; F3]. 
Soit s E C. Soit x, le caractere de B detini par x,(m exp iX,n) = ezsr et soit 
x,~ = indpx,. 
On note S: I’espace des fonctions fe C”(G,) telles que, pour tout g E G, 
et pour tout b E B, l’on ait f(gb) = X,(b)-‘G,(b)“*f (g). 
La representation rr, est la representation regulitre gauche dans 8,. 
Soit pGO,B une mesure quasi-invariante sur GO/B. On d&it la forme 
bilintaire ( , ) sur &‘s x h, par 
(f, r>=jG,Bf(g)~(g)4Go,B(g). 
0 
Cette forme est continue, non degentree et invariante par Go. Elle definit 
done une dualite entre & et &,. On note 8: le dual de I S. 
Pour y E {Id, gl}, on dtfinit le noyau de Poisson Pz sur Go par: si 
g$ HoyB alors P:(g) = 0; si g= hyb E H,yB alors P%(g) = X,(b)-L6,(b)‘12. 
Calculons P:(g) a partir de g. 
On pose Jo = (A 2,) et c = l/,/? ( f ;). Pour g E G,, on note p(g) = 
cgc-1. L’application p est un isomorphisme de S1(2, [w) sur SU( 1, 1). 
Si x = (z>; !$), on note d,(x)=x,,,. On a alors la description suivante 
des orbites‘ ouvertes H,B et H,g, B: soit g E G, et soit x = p( g). Si 
g = h exp iX,n alors A ,(‘XJ,x) = e2(. Si g = hg, exp iX,n alors d,(‘XJ,x) = 
-e2’ et A I(‘,FJ,x) = 0 dans les autres cas. Par suite, si gE G, et si x = p(g), 
alors on a 
et 
P:l(g)= IA,(‘ZJ~x)l -‘-I 
1 - signed L ( ‘XJ, x) 
2 
L’application P; est continue pour Re(s) < - 1 et localement integrable 
pour Re(s) < 0. 
Pour Re(s) < - 1, on definit l’element ~3: de 8: par: si f~ d-, alors 
<uZtf )=I,,,, P:(g)f(g) dpGo.Ag). 
120 P. HARINCK 
L’application s--f u: se prolonge en une fonction meromorphe sur C dont 
les poles sont simples et se trouvent dans N. De plus, elle est solution 
propre de Z(g) [F2]. 
On suppose que Re(s) -=I - 1. Soitfe &, et Ii/(g) dg E M,“(G,/H,). On a 
(~-s(G) &b:,f) = l 1 vWP,Y(g-k’Lf(g’) deco.&‘) 4. Go/Ho Go/B 
Par suite, on a: 
n-s(Jl(g) &M(x) = i‘c,,, ~(dfYg-‘x) & 
En utilisant le prolongement meromorphe de UT, on obtient que, pour tout 
XEC-N, I’on a n-,(ll/(g)dg)ujE&“. 
Pour SE @ - Z, on delinit la fonction generalisee 53: sur G,/H, par, si 
P E MP”(G,Ho) 
<5:, CL) = (Lbog, es>. 
Par les proprietes de u,’ et de uYJ, la fonction 4; est spherique. 
Nous voulons calculer 51 sur (G,/H,)‘. Pour cela, on consider-e <z 
comme une fonction gentralide sur G, biinvariante par H,,. 
On fixe une mesure de Haar dg sur Go et une mesure de Haar a gauche 
db sur B de telle sorte que 
j-Gof(s) dg=jc ,B jBfkWW1 db &o,&). 
0 
Pour s E C - Z, on note Zj la distribution sur Go dC!inie par la fonction Pj. 
Soit WE C,“(G,) telle que, pour tout gE G,, I’on ait w(g) >O et 
l&gb)db= 1 (V oir [K, p. 1401 pour l’existence de IV). On definit la 
fonction L, de C,“(G,) dans 8” par 
(&f)(g) = j- Is(b - 1’2v(gb) db. 
B 
Si f~ &s alors L,( wf) = f ce qui assure la surjectivite de L,. 
Si $ E C,“(G,), on note $ la fonction definie par 6(g) = $(g- ‘). 
On a 
Maintenant, on se tixe s E @ - Z et on suppose que la fonction PT vtrifie 
la propritte suivante: il existe un ouvert 0 de G, tel que pour toute 
fonction $ E C,“(G,) avec support($) c Co alors 
ss lt4dP:W1Wl dh dg< m. Go Ho (1) 
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On utilise la formule intkgrale suivante: il existe une constante C 
strictement positive telle que, pour tout f~ C,“D(H,yB), I’on ait 
On obtient alors que la fonction P’-,, vhfie: 
s s If”-,(g)ll/(&h)( dh dg< co. Go Ho (2) 
Par suite, pour tout h E H, on a 
Soit F(g)=C{,$(hygm’)dh. Par (2), l’intkgrale lB x-,(b)6,(b)-“2F(gb)db 
converge en tout point g E H,yB. On la note kgalement L p,sF. Un calcul 
simple prouve que si hyb E H,yB, alors on a 
L-.,F(hyb) = ij * ZQhyb). (3) 
Considkrons l’intkgrale I = SHQyB P:(g) w( g) L .~ F( g) dg. Cette intkgrale 
converge car 
I HO?B 
lP:(g)wkb-.Ag)l ds GjG, IP:(s)Fk)l dg 
GC li* IP:WWw?)l dh dg. Go Ho 
Le mCme calcul saris les modules prouve que l’on a 
I= Cj j P3lk)Wyg Wdg. 
Go Ho 
Comme la fonction Pz est A support dans H,yB, en utilisant (3), on obtient 
que l’intkgrale fG Pz(g)$ * Z’,(g) dg converge et vaut I. 
On obtient alors 
(1;3v II/> = C s,, jHo P~(g-‘~y)~(g) d/z & 
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Donnons l’expression de <y sur T’. On pose r, = <y. 
D’apres la description precedente des orbites ouvertes de H,, dans G,/B, 
on a: si t <O alors, pour tout h E H,, on a exp- iX,h E H& Par suite, 
comme gl f&g, -r = H,, pour tout h E H,, on a g;’ exp - iX,h E H, g, B. 
Soit 0 l’ensemble des elements du type h exp ix, g, h’ avec t < 0 et h et h’ 
dans H. L’hypothese (1) est alors veritite. On dtduit de (4) que si t < 0, on 
a {,(p(exp ix, gl)) = 0. L’application g, etant analytique sur (Go/H,)‘, ceci 
est valable pour tout t E Iw*. 
D’aprb le theoreme 7 de [F3], pour Re(s) < 0 et pour t < 0, alors l’in- 
tegrale fHo Pi’(exp - iX,h) dh est convergente et vaut - ae2s’/S(e2’- ed2’) 
ou a est une constante strictement positive. D’autre part, l’hypothbse (1) est 
vtrifiee pour l’ensemble 0 des elements du type h exp iX,h’ oh h et h’ sont 
dans H et t < 0. On en deduit que, pour tout t < 0, on a 
S,(Exp X,) = ,(,;p;z,) 
od B = Ccr est une constante strictement positive. La fonction t + t,(Exp X,) 
&ant analytique sur [w* et l’application s + c, admettant un prolongement 
mtromorphe a s E C - E, on en deduit que l’expression prtcedente de <, est 
valable pour s E @ - % et t E R*. 
Comme gJ& g, -’ = H,, on obtient facilement que l’on a: <f’(p(g))= 
SfWg?gg,)) et Cl = ~AgM. 
Appliquons tout ceci a s = iA avec 1 E Iw *. Dans ce cas, la representation 
rc, est unitaire et irreductible. On a 8” = 2: et l’espace B, est isomorphe 
a &s par l’application f +f: Par suite, on a U: E X;“’ Ha. Par le theoreme 
d’unicitt (Thm. 4.1) de [HI], on a 
et 
aC ->.=c;:. 
Ceci acheve la demonstration du thtortme. 1 
Nous allons prolonger la fonction CI + C->. a G/H a partir d’un 
caractere x de Z = Cc *Id. 
L’ensemble 9 d&i dans le lemme 3.2 est formt des elements p(Zd) et 
p(g,). Soit n E Z et soit x le caractere de Z d&i par: si p E lR: et si 0 E [w 
alors X(pe”Zd) = e2i”e. 
COROLLAIRE 3.5. On pose C(L, n) =pr(C, + CeL, x). Alors la fonction 
gt?&ralist!e C(& n) est sphkrique de type positif et extrkmale. 
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C’est une conskquence directe du thkorkme 3.4 et du corollaire 3.3. 
La fonction C( 1, n) est dtterminke sur (G/H)’ de la man&e suivante. Si 
X= ( !, A) E t’ alors 
2ill 
(3~4 n)(Exp X) = 
jeZin9 (e -e-2irr) 
A(e2t _ e ~ 21) 
Si X=(2 :?)~a’ avec ~,-(P~E]-x,~[ alors 
2ie’“(‘p1 +‘p2)signe( cp, - (p2) 
(e i(w - 92) _ e ~ i(vpl -~ w) ) 
C(A, n)(Exp X) = X 
cosW(lv, - d-7-G)) 
3, sing( nA/2) 
si n est pair 
- 2ieincrp1 + v*)signe((p, - (p2) 
(e i(vpl- w) _ e -i(rp1- WI ) 
x sinh(41vl - v21- @)I 
J. cosh(x%/2) 
si n est impair. 
4. FORMULE DE PLANCHEREL POUR GL(n,@)/GL(n,[W) 
On considke G = GL(n, C) et H = GL(n, R). Une formule d’inversion a 
ttk dCmontrCe par S. Sano pour G/H [S2]. 
Dans ce paragraphe, nous allons exprimer les fonctions gtntralisCes 
sphttriques intervenant dans cette formule d’inversion en fonction de coef- 
ficients de reprtsentations. Nous obtiendrons alors la formule de Plancherel 
pour GL(n, C)/GL(n, R). 
On note [n/2] la partie entike de n/2. Pour k E (0, . . . . [n/2]}, on note 
ak la sous-algkbre de Cartan de b form&e des matrices 
‘VI \ 
oti les Cp,, 0, et tr sont des nombres rkels. Soit A, = Exp ak le sous-ensemble 
de Cartan de G/H associi: A ak. Pour X,(cp, 8, t)e ak, on note 
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Les racines de ak + iak dans g sont done les a,,, pour p # q detinies par: 
~,,,GwA 09 t)) = Pp - Py. 
On choisit comme systeme positif A: = (E~,~; p x q}. 
Pour r E (0, . . . . [n/2] }, on decompose a, = ar.R + a,, et on note comme 
dans le paragraphe 2, I,=Z,(a,,) et L,= Z,(a;,,). On a 
Soit A = (A,, . . . . A,) E (R*)‘, c = (cl, . . . . c,-~~) E Z”-*‘et m = (m,, . . . . m,) E Z’. 
On suppose que pour p # q, on a 1, - A, # 0 et cp - eq # 0. 




i * Ml, 
EL, 
avec pi (L,/L, n H)‘, oti les ‘pp sont des reels, les pi sont des reels 
strictement positifs et les Mj sont des matrices de GL(2, @). On pose 
n - 2r 
dr(c, m, I)(p(Z)) = fl e2”W fi C(Aj, mj)(Mi) 
j= 1 j=l 
oti C(Aj, mj) est la fonction generaliste spherique sur GL(2, @)/GL(2, R) 
detinie dans le corollaire 3.5. 
Soit T,(c, m, A) =p - indF,O,(c, m, A). 
PROPOSITION 4.1. La fonction g&PralisPe T,(c, m, A) est sphkrique de 
type positif et extrEmale. 
Dtmonstration. Soit b = a, + ia, + n ou n = xaed; go1 et soit B le sous- 
groupe de Bore1 de G d’algebre de Lie b. Soit u = CaEd;RVd,+Cp ga et soit 
U=exp u. On note P= L,iJ. 
1 . 
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Soit 1 le caractere de B dtfini par: si YE a, et si n E exp n alors 
n ~ 2r 
X(exp( Y+ iX,(cp, 8, t))n) = n e2”lqJ fi e2i+++2r’J’~. 
j= 1 ,=I 
Soit 7t = indz x. Vu le choix du n-uplet (c, m, A), le caractere x est regulier 
et unitaire et par suite, la representation  est unitaire et irrtductible. On 
Ccrit R = indzx, avec q, = indix. 
Soit cFT l’espace des classes de fonctions mesurables f de L, dans C telles 
we 
(i) pour tout 1~ L,, pour tout hi L,n B, l’on ait .f(lh) = 
6 BnL,(w2X(w’f(~) 
(ii) j WB~~, LOU2 dpL,,BnL,(O< 00 oh P~,,~~~, est une mesure 
quasi-invariante sur L,/B n L, [B]. 
Soit 7 la representation reguliere gauche de L, dans XT. La repre- 
sentation x0 est Cquivalente a 7@Zdd,. Par suite, la representation 7 est 
irreductible puisque 71 l’est. 
Du corollaire 3.5 et de la definition des 0,(c, m, A), on deduit qu’il existe 
“, E yp;“. Lnff tel que I’on ait f3,(c, m, I.) = (z(/)u,, u,). 
Par le corollaire 2.6, on a: il existe u, E X;“’ H tels que l’on ait 
T,(c, m, jk) = (n(f)u,, u, >. Ceci acheve la demonstration de la proposi- 
tion. 1 
Pour jE { 1, . . . . r}, on note f, = (m, - ilj)/2. Soit I= (I,, . . . . I,). Soit dr(c, I) 
la fonction generalisee spherique intervenant dans la formule d’inversion de 
S. Sano [S2, (7.6)]. Le corollaire 2.4 permet d’obtenir la proposition 
suivante: 
PROPOSITION 4.2. On a 
T,(c, m, A) = (i)“‘“- 1)‘2Pr 
4) 
-i- hc, 0. 
)=I ‘L, 
On pose 
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On pose Cr(c, m, A) = T,(c, m, A) In,E,;RU,;,, a( Y,)l -l. Cette fonction 
gtntraliste sphkrique est toujours extr$niale. ‘Par ce qui prtdde et le 
thkorbme 8.7 de S. Sano [S2], on obtient 
Formule de Plancherel pour GL(n, C)/GL(n, R). 11 existe une constante 
strictement positive y telle que, pour tout f E C,“(G/H), l’on ait 
x n a(Y,) dAl...dA, 
aed(h,o,) 
oh y, = (n - 2r)!/( [n/2] -r)!. 
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